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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ñ ïèñüìåííîãî ýêçàìåíà íà ýêîíîìè÷åñêîì
ôàêóëüòåòå ÌÃÓ; 2002ã., èþëü.

Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ íåðàâåíñòâî èìååò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå.
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Ïîæàëóéñòà, çàïèñûâàåì óñëîâèå, ðåøàåì çàäà÷ó (20-30 ìèí.
äîñòàòî÷íî). Ïîñëå ïàóçû ñâåðÿåìñÿ ñ îòâåòîì:
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√
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2
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Äëÿ ñâåðêè/ïðîñìîòðà êëèêàåì Enter (èëè PageDown, èëè êîë¼ñèêî).
Ïåðåä êàæäûì Enter çàïèñûâàåì ñâî¼ ðåøåíèå è êëèêàåì, ñâåðÿåìñÿ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü u = x2 − 6ax + 10a2, òîãäà ëåâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà
ïðèíèìàåò âèä

ϕ(u) = 4
√
u + 4

√
3− u

Î÷åâèäíî, ïðè u ∈ [0; 3] ϕ(u) = ϕ(3− u). Îòñþäà, åñëè u � ðåøåíèå,
òî è (3− u) �òîæå ðåøåíèå.
Ïîäóìàéòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áóäåò íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ?
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Òàêèì îáðàçîì, íåîáõîäèìûì óñëîâèåì åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïî u
áóäåò u = 3− u, èëè u = 3

2 .
Íî, u â ñâîþ î÷åðåäü çàâèñèò îò x .

u =
3

2
= x2 − 6ax + 10a2

Ïîäóìàéòå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå áóäåò íåîáõîäèìûì óñëîâèåì
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ïî x?
Äëÿ åäèíñòâåííîñòè ïî x ïîòðåáóåì ðàâåíñòâî íóëþ äèñêðèìèíàíòà

D = 36a2 − 4(10a2 − 3

2
) = −4a2 + 3 = 0

a = ±
√

3

2

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ åäèíñòâåííîñòè
ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà(íî, íå äîñòàòî÷íûå). Äàëåå íåîáõîäèìî
ðàññìîòðåòü ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ äëÿ a.
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Ïðåäâàðèòåëüíî, ïîêàæèòå, ÷òî ϕ(u) ⩽ ϕ(32) = 2 4

√
3
2 = 4

√
24.

Ïóñòü p = 4
√
u ⩾ 0, q = 4

√
3− u ⩾ 0. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíîå

çíà÷åíèå p + q, ïðè óñëîâèè p4 + q4 = 3.
Ýòî îòäåëüíàÿ èíòåðåñíàÿ è íåñëîæíàÿ çàäà÷à äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî
ðåøåíèÿ. Ïîñëå ïàóçû ñâåðÿåìñÿ ñ ðåøåíèåì.
Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíûå íåðàâåíñòâà 2pq ⩽ p2 + q2, 2p2q2 ⩽ p4 + q4,
ðàññìîòðèì öåïî÷êó íåðàâåíñòâ

(p+q)4 = p4+q4+6p2q2+4pq(p2+q2) ⩽ p4+q4+3(p4+q4)+2(p2+q2)2 ⩽

⩽ 6(p4 + q4) + 4p2q2 ⩽ 6(p4 + q4) + 2(p4 + q4) = 24

Òàêèì îáðàçîì,
ϕ(u) = p + q ⩽ 4

√
24

Ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè p = q = 4

√
3
2 .
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Âåðí¼ìñÿ ê ðàññìîòðåíèþ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ïî a.

1). Ïóñòü a = −
√

3
2 . Ïðàâàÿ ÷àñòü òîãäà ïðèíèìàåò âèä

g(y) = 4

√
24− 6√

2
+ |y − 3√

2
|+ |y +

3√
2

Ðàññìîòðèì î÷åâèäíîå íåðàâåíñòâî

F (t) = |t − a|+ |t − b| ⩾ |b − a|

Çíàê ðàâåíñòâà äîñòèãàåòñÿ ïðè t ∈ [a; b] .
Íàðèñóéòå ãðàôèê ýòîé ôóíêöèè.
Ïîëó÷àåì

24− 6√
2
+ |y − 3√

2
|+ |y +

3√
2
| ⩾

⩾ 24− 6√
2
+

6√
2
= 24
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Èòàê, äëÿ ïðàâîé ÷àñòè
g(y) ⩾ 4

√
24

Äëÿ ëåâîé ÷àñòè
ϕ(u) ⩽ 4

√
24

Êîãäà äîñòèãàåòñÿ çíàê ðàâåíñòâà ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòüþ ?
Î÷åâèäíî, ïðè

y ∈
[
− 3√

2
;
3√
2

]
u =

3

2

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äàííîãî çíà÷åíèÿ a = −
√

3
2 ïîëó÷àåì ìíîæåñòâî

ðåøåíèé ïî y � óñëîâèå çàäà÷è íå âûïîëíÿåòñÿ.
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2). Ïóñòü a =
√

3
2 . Òîãäà

g(y) = 4

√
24 + 2|y − 3√

2
| ⩾ 4

√
24

Ïðè ýòîì, g(y) = 4
√
24 òîëüêî ïðè y = 3√

2
.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ âñèëó
åäèíñòâåííîñòè y è îäíîçíà÷íîñòè âûðàæåíèÿ x ÷åðåç u (D = 0).

Îòâåò. a =
√

3
2
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